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Аннотация 

В работе приведены результаты исследования надежности адаптивных фрикционных 

муфт первого поколения в контексте установления оптимальной закономерности изменения 

распорной силы управляющего устройства обратной связи в зависимости от коэффициента 

трения. Найден критерий оптимизации указанной закономерности в форме минимума 

произведения разностей распорных сил «идеальной» и реальной адаптивной фрикционной 

муфты, взятых на границах интервалов их изменения, поставлено условие применения 

введенного критерия. 
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Введение 

В работах [1, 2] приведены условия, 

при которых вращающий момент при сра-

батывании адаптивных фрикционных муфт 

(АФМ) не зависит от колебаний значения 

коэффициента трения между фрикцион-

ными парами и является постоянным. Эти 

условия представлены в формализованном 

виде и отражают в общем виде связь между 

моментом на валу управляющего устрой-

ства (УУ) и его передаточным отношением. 

В работе [3] приведена закономерность из-

менения величины коэффициента усиления 

C  УУ в зависимости от коэффициента тре-

ния f , обеспечивающая стабильность мо-

мента срабатывания муфты. 

Постановка задачи исследования 

Определение условия высокой надеж-

ности работы адаптивных фрикционных 

муфт первого поколения на основе оптими-

зации закономерности изменения распор-

ной силы. 

Основная часть 

Запишем выражение для определе-

ния величины предельного вращающего 

момента АФМ первого поколения [4]: 

п п р cp( )T F F zR f  ,               (1) 

где пF   сила натяжения замыкающей пру-

жины; рF   распорная сила; z   число 

фрикционных пар; cpR   средний радиус 

поверхностей трения фрикционных пар. 

 В качестве эксплуатационной харак-

теристики необходимо, очевидно, принять 

вращающий момент при настройке АФМ. 

Обычно настройка производится по сред-

нему значению коэффициента трения [5], 

поэтому с учетом данных [4] запишем: 

п cp cp

н

cp1

zF R f
T

Cf



,                     (2) 

где 
нT   момент настройки АФМ первого 

поколения; срf   средний коэффициент 

трения. 

Для обеспечения стабильного враща-

ющего момента при срабатывании АФМ 

должно выполняться равенство 
п нT T . То-

гда на основании соотношений (1) и (2) по-

лучим следующее выражение: 

cp

р п

cp

1
(1 )

f
F F

Cf f

 
  

  

.             (3) 

Полученное соотношение устанавли-
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вает закономерность изменения управляю-

щего воздействия рF  «идеальной» АФМ, 

т.е. муфты, нечувствительной к измене-

ниям величины коэффициента трения. Для 

реальной АФМ подобная зависимость 

имеет вид: 

р1 п
1

Cf
F F

Cf



.                 (4) 

 
Рисунок. 1. Зависимости распорной силы 

«идеальной» и реальной АФМ от  

коэффициента трения 

Графики функций (3) и (4) показаны 

на рис. 1 (соответственно кривые 1 и 2) и 

построены при пF =100 Н, C =1,25,  

срf =0,33. Из рисунка следует: 

 график имеет два участка, разде-

ленных линией a a , соответствующей 

значению коэффициента трения срf f . На 

участке, расположенном слева от указан-

ной линии, имеет место р р1F F , а на 

участке справа  р р1F F ; 

 управляющее воздействие «иде-

альной» АФМ в интервале значений коэф-

фициента трения min 1 ср ср... / (1 )f f f Cf   

(это следует из (3)), равно нулю, поэтому 

стабильный момент срабатывания обеспе-

чивается только при 1if f . В указанном 

интервале имеем: 

п п cp iT' F R f , 

т. е. вся нагрузка будет передаваться за счет 

одной (ведущей) фрикционной пары, и 

муфта в этом случае теряет адаптивные ка-

чества. Увеличение среднего коэффици-

ента трения при фиксированной величине 

параметра C  снижает надежность работы 

«идеальной» АФМ в области малых значе-

ний f . Коэффициент точности в этом слу-

чае равен: 

cp

т

cp min

1
(1 )

zf
K

Cf f
 


, 

так как по особенностям конструктивной 

схемы АФМ всегда z 2, а 

ср ср min/ (1 )f Cf f  . Таким образом, 

настройка муфты по среднему коэффици-

енту трения исключает принципиально воз-

можность получения равенства п constT   в 

интервале значений коэффициента трения 

min max...f f  для реальных соотношений 

ср min/f f  материалов фрикционных пар, 

применяемых в предохранительных фрик-

ционных муфтах [6], в том числе АФМ. 

 Уровень надежности работы реальной 

АФМ характеризуется, очевидно, степенью 

приближения распорной силы р1F  к рас-

порной силе рF  в любой точке интервала 

значений коэффициента трения min max...f f . 

Вычислим разность 

cp

p p1 p п

cp

Δ
(1 )(1 )

f f
F F F F

f Cf Cf


  

 
.  (5) 

Очевидно, что pΔF =0 при срf f , это 

отражается графиком на рисунке 1. Произ-

водная: 

cp

2

p п(Δ ) (1 ) 0fF ' F f Cf   , 

следовательно, функция (5) является воз-

растающей, и увеличение значения коэф-

фициента трения срf  приводит к нараста-

нию рассогласования между кривыми 1 и 2 

на участке, расположенном слева от точки 

их пересечения. Это объясняется, во-пер-

вых, уменьшением распорной силы рF , что 

следует из (3), во-вторых, увеличением рас-

порной силы р1F . Для доказательства по-

следнего утверждения представим, что 

срf mf , где коэффициент m  изменяется в 

интервале значений ср ср1/ (1 )...1/ ( )Cf Cf  

при фиксированном значении коэффици-

ента трения срf . Тогда можно записать: 
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cp

p1 п

cp1

Cmf
F F

Cmf



. 

 Полученная функция является возрас-

тающей в указанном диапазоне изменения 

m  при ср constf  . Пошаговое увеличение 

срf  сохраняет характер функции [4], по-

скольку, как правило, увеличение значения 

коэффициента трения срf  сопровождается 

ростом значения коэффициента трения 

maxf  и непропорциональное уменьшение 

величины коэффициента m  не изменяет 

вида кривой 2, т. е. р р1F F  и тогда: 

cp

p p p1 п

cp

Δ
(1 )(1 )

f f
F' F F F

f Cf Cf


  

 
. 

Представленная функция является 

убывающей при увеличении срf  и непро-

порциональном уменьшении величины ко-

эффициента C . Так как функция р1 ср( )F f  

сохраняет свой характер на этом участке, 

убывание рF  будет более интенсивным. 

Поскольку изменение величин рF  и 

рF'  носит в функции срf  взаимно проти-

воположный характер, запишем произведе-

ние р рF F'   при граничных значениях f : 

cp cp 2

p p п

cp cp

(1 )
Δ Δ

2(1 )(1 2 )

Cf Cf
F F' F

Cf Cf




 
, 

Исследуем полученную функцию на экс-

тремум. Первая производная равна: 

ср

2 2

cp cp

p p п2 2

cp cp

1 2 5
(Δ Δ )

4 1 ) (1 2 )
f

Cf C f
F F' ' F

( Cf Cf

 


 

2
. 

Решение квадратного уравнения в 

числителе производной дает 
ср.к 0,29 /f C . 

Второй корень уравнения отрицателен, что 

противоречит физической сущности коэф-

фициента трения. 

Вторая производная при найденном 

корне уравнения отрицательна, следова-

тельно, в данной точке функция достигает 

максимума. Так как, принятое произведе-

ние управляющих воздействий косвенно 

характеризует точность ограничения 

нагрузки АФМ, то для более эффективной 

работы последних необходимо стремиться 

к тому, чтобы это произведение было мини-

мальным. Вследствие этого эффективность 

работы повышается при следующих усло-

виях: 

 уменьшении среднего коэффици-

ента трения от полученного значения ср.кf ; 

 увеличении коэффициента трения 

от полученного значения. 

Рассмотрим оба предложенных спо-

соба. В первом случае будет иметь место сни-

жение нагрузки, передаваемой муфтой при 

неизменных габаритных размерах, массе и 

усилии прижатия фрикционных пар. Кроме 

этого, величина среднего коэффициента тре-

ния для большинства фрикционных материа-

лов, применяемых в АФМ, связана с величи-

ной максимального коэффициента трения 

прямой зависимостью [6, 7]. Поэтому умень-

шение величины срf  сопровождается увели-

чением предельного значения коэффициента 

усиления C  [8] и, соответственно, снижает 

величину ср.кf , сужая тем самым диапазон 

варьирования значения коэффициента тре-

ния срf . 

Реализация второго способа позво-

ляет увеличить нагрузку с ростом срf , т. е. 

повысить коэффициент эффективности 

управляющего устройства [9]. Поскольку 

max1/C f  [8], находим ср.к max0,29f f . 

Максимальное соотношение (по литератур-

ным данным) составляет ср max(0,5...0,6)f f , 

минимальное  ср max(0,15...0,2)f f . Тогда 

имеем р рF F'  =0,038 при ср max0,55f f  и 

р рF F'  =0,043 при ср max0,15f f . Из этого 

следует, что кроме указанного преимуще-

ства, второй способ позволяет повысить 

точность ограничения нагрузки, в основ-

ном, за счет несимметричного расположе-

ния точки ср.кf  внутри интервала указан-

ных соотношений. 

При настройке АФМ по минималь-

ному коэффициенту трения настроечный 

вращающий момент равен: 

п п cp minT zF R f ,                 (6) 

что предполагает условие рF =0 при равен-

стве minf f . 

Решив совместно уравнения (1) и (6), 
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получим: 

cp

p2 п 1
nf

F F
f

 
  

 
, 

где min ср/n f f <1  коэффициент. 

График функции показан на рисунке 1 

(кривая 3). Кривая 3, как и кривая 2, имеет об-

щую точку с кривой 1 с координатами 

 cp cp п cp/ (1 )nf Cnf , F Cnf . Очевидно, что с 

увеличением коэффициента n  абсцисса 

точки пересечения также увеличивается. Кри-

вая 2 построена при n=0,3. 

Для рассматриваемого случая раз-

ность составляет: 

cp

p p1 p2 п

(1 )
Δ

(1 )

nf Cf f
F F F F

f Cf

 
  


. 

Применив ранее использованный 

прием, найдем: 

cp cp 2

p p п

cp

(1 2 )
Δ Δ

2(1 )

Cnf Cnf
F F' F

Cnf





,       (7) 

где параметр pΔF  вычислен при значении 

min срf f nf  , а pΔF'   при 
max 1/f f C  . 

Изменение значения коэффициента 

трения срf  сопровождается, как правило, 

непропорциональным изменением minf , 

поэтому в общем случае выражение (7) 

представляет функцию двух переменных  

срf  и n . 

Частные производные первого по-

рядка функции (7) имеют вид 

cp

2

cp cp 2

p p п2

cp

[1 4 2( ) ]
(Δ Δ )

2(1 )
f

Cn Cnf Cnf
F F' ' F

Cnf

 



, 

2

cp cp cp

p p п2

cp

[1 4 2( ) ]
(Δ Δ )

2(1 )
n

Cf Cnf Cnf
F F' ' F

Cnf

 




2
, 

тогда стационарные точки функции 

 ср0,225 / ( ), 0,225 / ( )Cn Cf . 

Соответственно частные производ-

ные второго порядка равны: 

cp

2 2
2

p p п3

cp

3
(Δ Δ )

(1 )
f

C n
F F' " F

Cnf
 


, 

2 2

cp

p p n п3

cp

3
(Δ Δ )

(1 )

C f
F F' " F

Cnf
 



2
. 

Смешанная частная производная вто-

рого порядка имеет вид 

cp.,p p

2 3 2 2 4 3 3

cp cp cp

п3

cp

(Δ Δ ' )

9 6 2

2(1 )

nfF F "

C C nf C n f C n f
F

Cnf



  




2
. 

Величина ср minnf f  для материалов 

фрикционных пар, применяемых в АФМ, 

не превышает, по литературным данным [6, 

7], значения minf =0,1, а величина maxf =1. 

Учитывая, что max1/C f , и приняв среднее 

значение maxf =0,8, при котором C =1,25, 

можно пренебречь двумя последними чле-

нами числителя ввиду их малости. 

Тогда имеем: 

cp cp.,

2

p p p p p p

3 4 2 2 2

cp cp 4

п6

cp

2 2 2 2

cp cp 4

п6

cp

(Δ Δ ) (Δ Δ ) [(Δ Δ ) ]

(18 45 )

4(1 )

(18 45 1)

4(1 )

nf n fF F' " F F' " F F' "

C nf C n f C
F

Cnf

C Cnf C n f
F .

Cnf

 

 
 



 




 

Очевидно, что знак полученного вы-

ражения будет определяться знаком разно-

сти в скобках числителя. Решение неравен-

ства вида: 
2 2 2

cp cp45 18 1 0C n f Cnf     

дает 

cp cp

1 1

15 3
C

nf nf
  . 

Для стационарных точек полученное 

неравенство преобразуется к виду: 

cp cp

0 153 0 765, ,
C

nf nf
  . 

Из последнего неравенства следует, 

что при реальных значениях minf 0,1  

C >1,5, то есть maxf 0,66. В этом случае 

при n=0,3 получим срf =0,5. Полученные 

значения устанавливают предельные три-

бологические характеристики фрикцион-

ных пар, при которых функция (7) имеет в 

стационарных точках локальный макси-

мум. 

Для большинства материалов фрик-

ционных пар, применяемых в АФМ, ука-

занная величина maxf  не является предель-
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ной, вследствие чего условие существова-

ния локального максимума не выполняется, 

однако общий характер изменения функ-

ции  возрастание сохраняется. 

Анализ стационарной точки показы-

вает, что при реальных значениях  

C =1...1,25 и n=0,3...0,4 значение коэффи-

циента трения срf =0,75...0,45, т. е. прини-

мает предельные значения для фрикцион-

ных пар. 

Таким образом, настройка «идеаль-

ной» АФМ по минимальному коэффици-

енту трения приводит к необходимости 

уменьшения величины среднего коэффици-

ента трения для повышения эффективности 

работы реальной АФМ. 

Произведем сопоставление рассмот-

ренных методов настройки, для чего соста-

вим неравенство: 

cp cp cp cp2

п

cp cp cp

(1 ) (1 2 )
0

2(1 )(1 2 ) 2(1 )

Cf Cf Cnf Cnf
F

Cf Cf Cnf

  
  

    

.(8) 

Сделав некоторые преобразования 

выражения в квадратных скобках, получим 

следующее квадратное относительно n не-

равенство 

2

cp cp cp

2 2

cp cp cp

2 (1 )(1 2 )

(1 2 2 ) (1 ) 0

Cf Cf Cf n

Cf C f n Cf

  

     
, 

дискриминант, которого равен: 
2 2 2 2

cp cp cp

4 4

cp

(1 4 )(1 4 4 )+

4

D C f Cf C f

C f

   


. 

Анализ показывает, что D  0 при 

cp0 207 / 0,5 /, C f C  . При ср 0,5 /f C  и 

при ср 0,207 /f C  выполняется неравен-

ство D >0. 

Таким образом, неравенство (8) удо-

влетворяется: а) в случае, когда выполня-

ются следующие условия: 

cp0 5 / 0 207 /, C f , C  , т. е. n R , где R   

область всех действительных чисел; б) в 

случае, когда cp 0 5 /f , C  и cp.2 0 207 /f , C

, т. е. n 0,5, n 0,33 и n 1,06, n 0,99 

соответственно; в) в случае, когда 

cp.1 0 5 /f , C  и cp.2 0 207 /f , C  

A D A D
n U

B B

    
        
   

, 

где 
2 2

cp cp1 2 2A Cf C f   ; 

cp cp. cр4 (1 )(1 2 )B Cf Cf Cf   . 

Рассмотрим, наконец, случай, когда 

настройка «идеальной» АФМ производится 

таким образом, что обеспечивается равен-

ство распорных сил «идеальной» АФМ и 

муфты первого поколения при значении ко-

эффициента трения minf . 

Предельный вращающий момент, пе-

редаваемый АФМ первого поколения при 

значении коэффициента трения minf , ра-

вен: 

п cp min

п min

min1
 

zF R f
T

Cf



. 

Приравняв это выражение правой ча-

сти (1), решим полученное уравнение отно-

сительно неизвестного члена рF : 

min
p3 п

min

cp

cp

1
(1 )

1
(1 )

п

f
F F

f Cf

nf
F

f Cnf

 
   

 

 
  

  

.      (9) 

Разность между рассматриваемыми 

силами «идеальной» АФМ и АФМ первого 

поколения равна: 

cp

p p3 p1 п

cp

Δ
(1 )(1 )

f nf
F F F F

f Cf Cnf


  

 
. 

Из полученного выражения следует, 

во-первых, что р1р3 FF   в интервале из-

менения коэффициента трения, кроме зна-

чения minf f , во-вторых, что функция 

р ср( )F f  является убывающей. 

Сравнительная оценка методов 

настройки АФМ 

При рассмотрении эффективности ме-

тодов настройки АФМ необходимо оцени-

вать степень приближения кривых распор-

ных сил «идеальной» и реальной АФМ, вы-

численных на границах интервала измене-

ния распорной силы «идеальной» АФМ. 

Сравнительный анализ первых двух 
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методов настройки, проведенный с исполь-

зованием упомянутого параметра и пока-

завший преимущество второго метода, не-

пригоден для оценки третьего метода 

настройки, так как данный параметр в этом 

случае обращается в нуль вследствие ра-

венства распорных сил «идеальной» и ре-

альной АФМ при значении minf . 

Поскольку эффективность работы 

АФМ оценивается точностью срабатыва-

ния, определяемой отношением максималь-

ного и минимального вращающих момен-

тов, следовательно, и отношением соответ-

ствующих распорных сил, а точность сра-

батывания реальной АФМ оценивается сте-

пенью приближения графиков распорных 

сил «идеальной» и реальной АФМ, целесо-

образно сохранить составляющие указан-

ного параметра. Новая форма параметра 

должна адекватно представлять оценку 

точности срабатывания АФМ. Этому тре-

бованию удовлетворяет параметр, пред-

ставляющий сумму разностей распорных 

сил, взятых на границах интервала измене-

ния распорной силы «идеальной» АФМ, то 

есть max

рр 0Δ
f

FF   для первого и второго ме-

тодов настройки и max

minр

f

fF для третьего 

метода. Действительно, функции р ( )F t  яв-

ляются монотонными (рисунок 1), поэтому 

уменьшение разностей рF  на границах ин-

тервала в отдельности приводит к сближе-

нию кривых «идеальной» и реальной АФМ 

для любого значения f  внутри интервала 

изменения рF , т. е. к оптимизации функции 

р ( )F t  реальной АФМ, а уменьшение 

суммы, являясь также косвенной характе-

ристикой сближения графиков,  к повыше-

нию точности срабатывания АФМ. Следо-

вательно, принятый параметр в определен-

ной степени представляет аналог коэффи-

циента точности срабатывания [4]. 

На основании изложенного выше по-

лучим: 

 для первого метода настройки АФМ 

max

p

cp

p п0
cp cp

1 3
Δ

2(1 )(1 2 )

f

F

Cf
F' F

Cf Cf




 
 ,  (10) 

 

 для второго метода настройки: 

max

p

2 2 2

cp cp

p 0
cp

1 2
Δ

2(1 )

f

F

Cnf C n f
F" F

Cnf

 



 , (11) 

 для третьего метода настройки 

max

min

cp

p

cp

1
Δ

2(1 )

f

f

Cnf
F''' F

Cnf





 .   (12) 

Критерием эффективности метода 

настройки является наименьшее значение 

рF . Сравнение параметров для различ-

ных методов настройки показывает, что ве-

личина рF  для второго метода 

настройки меньше, чем для первого метода. 

Что касается сопоставления второго и тре-

тьего методов, то положительная разность 

между соответствующими параметрами 

очевидна. 

 
Рисунок. 2. Фазовые траектории функций 

(10) – (12) 

Другим критерием эффективности 

служит скорость и вектор изменения пара-

метра при варьировании значения срf . В 

этом случае наиболее приемлемым будет 

метод настройки, который обеспечивает 

уменьшение параметра рF  с наиболь-

шей скоростью. Для выявления наилучшего 

метода настройки воспользуемся способом 

исследования на основе анализа производ-

ных, которые, как известно, характеризуют 
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скорость изменения функции. 

Производные функций (10)  (12) со-

ответственно равны: 

2

p cp cp

п2 2

cp cp cp

Δ (2 3 )

(1 ) 1 2 )

d F' C f Cf
F

df Cf ( Cf


 

 


, 

2 2

p cp cp

п2

cp cp

Δ (2 )

(1 )

d F" C n f Cnf
F

df Cnf


 




, 

p

п2

cp cp

Δ

(1 )

d F''' Cn
F

df Cnf
 




. 

Все производные отрицательны, сле-

довательно, функции (10)  (12) убываю-

щие. Для оценки скорости убывания функ-

ций воспользуемся рассмотрением фазовых 

траекторий, изображенных на рисунке 2 

(кривые 13 соответствуют порядковым 

номерам функций (10)  (12), а 

р cp пΔ / 1/x d F df F  ). Впрочем, сравни-

тельную оценку второго и третьего методов 

настройки можно достаточно легко произ-

вести на основании аналитического реше-

ния неравенства: 

p p

cp cp

Δ Δ
0

d F" d F'''

df df
 

 
, 

что дает cp 0 414 / ( )f , Cn . 

При реальной минимальной величине 

n=0,3 [6, 7] значения коэффициента трения 

срf ., удовлетворяющие неравенству, при-

надлежат области возможных его значений, 

поэтому скорость изменения функции (12) 

всегда выше скорости изменения функции 

(11), что и подтверждается графиком. 

Графики показывают, что модуль 

производной функции (12) обладает 

наибольшей скоростью убывания при всех 

реальных значениях. 

Полученные результаты позволяют 

применять их в практике расчета АФМ для 

выбора оптимального сочетания материа-

лов пар трения в зависимости от величины 

коэффициента усиления обратной связи. 

Выводы 

1. Получены математические зависимо-

сти, отражающие оптимальные законо-

мерности изменения управляющего 

воздействия при колебаниях коэффи-

циента трения между фрикционными 

парами «идеальной» АФМ. Зависимо-

сти позволяют оценить уровень надеж-

ности реальных представителей АФМ 

первого поколения путем сопоставле-

ния управляющих воздействий и вы-

явить параметр, воздействуя на кото-

рый, можно оптимизировать закон из-

менения управляющего воздействия 

для повышения точности срабатывания 

реального АФМ первого поколения. 

Приведенные подходы позволяют рас-

пространить данную методику на опти-

мизацию закономерности изменения 

управляющего воздействия АФМ по-

следующих поколений. 

2. Выявлен критерий оптимизации закона 

изменения распорной силы в форме ми-

нимума произведения разностей управ-

ляющих воздействий «идеальной» и ре-

альной АФМ первого поколения, взя-

тых на границах интервала рF =0...

р р.maxF F . Указанный критерий целе-

сообразно применять в тех случаях, ко-

гда управляющее воздействие «идеаль-

ной» АФМ обращается в ноль внутри 

интервала изменения коэффициента 

трения или на одной из его границ. 

3. Установлено, что большое влияние на 

надежность работы АФМ оказывает ве-

личина среднего коэффициента трения, 

причем характер влияния зависит от 

метода настройки АФМ. В случае 

настройки по среднему коэффициенту 

трения предпочтительным является его 

увеличение от значения 

ср.min 0,29 /f C ; при настройке по ми-

нимальному коэффициенту трения  

уменьшение. Метод настройки, кото-

рый обеспечивает равенство управляю-

щих воздействий «идеальной» и реаль-

ной АФМ при minf f , позволяет по-

высить надежность при безусловном 

увеличении срf . 

4. На основе принятого критерия эффек-

тивности метода настройки АФМ в 

форме суммы разностей управляющих 

воздействий «идеальной» и реальной 

АФМ первого поколения на границах 
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интервала изменения управляющего 

воздействия «идеальной» АФМ уста-

новлено, что при настройке, обеспечи-

вающей равенство управляющих воз-

действий на нижней границе, достига-

ются наилучшее приближение и ско-

рость приближения закономерностей 

изменения управляющих воздействий 

«идеальной» и реальной АФМ во всем 

интервале. 
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Abstract 

The paper presents the results of a study of the reliability of first-generation adaptive friction clutches in the 

context of establishing the optimal pattern of changes in the thrust force of the feedback control device depending on 
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the differences between the spacer forces of the “ideal” and real adaptive friction clutch, taken at the boundaries of the 
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